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Введение
Картофель - одна из наиболее популярных сельскохозяйственных куль-
тур, активно используемая человеком. Данный корнеплод возделывают во
многих странах мира, преимущественно в районах северного полушария с
умеренным климатом.
Из-за способа выращивания это растение достаточно сильно подвер-
жено различным грибковым заболеваниям. Одним из таких заболеваний
является фитофтороз. Он несет особую опасность, потому что легко мо-
жет перейти с одного растения на другое и достаточно вредоносен. Акту-
альность борьбы с фитофторозом способствовала тому, что его возбудитель
стал самым изучаемым фитопатогенным микроорганизмом в мире.
Эпидемиология болезней растений тесно связана с изучением инфек-
ционных заболеваний человека. Одна из самых первых математических
моделей болезни человека была создана еще в 18 веке Бернулли, но лишь
через двести лет был начат математический анализ болезней растений [2].
Фитофтороз картофеля занимал видное место в исследованиях Ван дер
Планка, и к настоящему времени существует обширная литература по мо-
делям фитофтороза картофеля [3–26].
При выполнении данной работы, были использованы следующие ме-
тоды: изучение научно-методической литературы, анализ, моделирование.
Работа состоит из введения, трех глав и заключения. В первой главе при-
веден обзор основных моделей в общем виде: SIR и SEIR.
Во второй главе рассматриваются математические модели распро-
странения фитофтороза: эмпирические и имитационные. Основное внима-
ние уделено SIR-моделям.
В третьей главе излагается процесс получения новых моделей. Пред-




Основной целью данной работы является разработка SEIR-модели,
описывающей развитие фитофтороза, которую можно применить для про-
гнозирования потерь урожая в зависимости от погодных условий.
Взяв за основу цель дипломной работы можно выделить следующие
задачи:
1. Изучение и анализ основных моделей, взятых из литературных ис-
точников.
2. Разработка новой (базовой) модели, на основе ранее изученных.
3. Реализация на практике новой модели.
4. Первичный анализ результатов, полученных в работе.
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Обзор литературы
При написании данной работы использована обширная научная и
учебно-методическая литература.
Основные понятия, определения и модели из первой главы взяты из
второй главы книги [2] авторов Matt J. Keeling, Pejman Rohani.
Изучена литература по математическим моделям распространения
фитофтороза [3–26], однако основным источником изучения математиче-
ских моделей распространения фитофтороза стала статья [23] автора M.
Van Oijen.
Для получения информации о настройке параметров модели в тре-
тьей главе изучены: диссертация [31] за авторством Троицкой Ю. С. и
статья [32] авторов S. K. Shakya, E. M. Goss, N. S. Dufault, A. H. C. van
Bruggen для получения информации о значениях интересующих парамет-
ров, статья [29] авторов Стародуба И. Л. и Гуревича Б. И. для определения
вероятности вспышки фитофтороза в зависимости от погодных условий.
Данные о погоде и потерях урожая предоставлены федеральным го-
сударственным бюджетным научным учреждением «Всероссийским научно-
исследовательским институтом фитопатологии».
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Глава 1. Основные математические модели распростра-
нения заболеваний
Современные модели фитофтороза картофеля базируются на мате-
матических моделях, разработанных для медицинских целей, которые опи-
сывают распространение эпидемий у людей. Общее название таких моделей
- SIR.
Существует достаточно большое количество SIR-моделей для описа-
ний эпидемий у людей. Все они работают по одной схеме: популяция распре-
деляется по группам с названиями – например, S, I или R (восприимчивые,
инфекционные или невосприимчивые). Люди перемещаются между этими
группами в процессе эпидемии, тем самым описывая динамику заболева-
ния. Порядок меток обычно показывает структуру модели. Например, SIS
означает восприимчивый,инфекционный, а затем снова восприимчивый. В
силу биологических особенностей, не все модели, подходящие для описа-
ния эпидемий людей, подойдут и для растений. По этой причине в данной
главе будут рассмотрены лишь две модели: SIR и SEIR.
1.1 Классическая SIR-модель (от англ. Susceptible -
Infected - Removed)
Данная модель описывает сценарий, при котором патоген вызывает
заболевание в течение определенного периода времени, за которым следует
иммунитет или смерть. Модель классифицирует особей в популяции как
восприимчивых (если они ранее не подвергались воздействию патогена),
инфицированных (если в настоящее время они заразны) и невосприимчи-
вых (если они успешно приобрели иммунитет или погибли).
Структура популяции на основе SIR-модели может быть представле-
на выражением:
S + I +R = N,
где S(t) - количество незараженных особей, I(t) - число заразных особей,
R(t) – число умерших и выздоровевших особей, N– общий размер популя-
ции.
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Далее встает выбор: учитывать ли демографические данные (рожде-
ние, смерть, миграцию) или нет. В первом случае, чтобы не включать в
рассмотрение демографические данные, изучают сценарий, при котором в
популяцию внедряется низкий уровень инфекции, в результате чего эпи-
демия происходит достаточно быстро. Система, описывающая динамику










где параметр β - скорость передачи заболевания (интенсивность контактов
с последующим инфицированием), а γ - скорость восстановления (интен-
сивность выздоровления заболевших), хотя чаще нас будет интересовать
величина 1/γ, которая определяет средний период заражения.
Часто систему вида (1.1 - 1.3) называют системой Кермака–Маккендри-
ка. Данная система является достаточно известной, но не подходит для
описания фитофтороза, поэтому подробно рассматриваться не будет.
Во втором случае ввести рождение и смертность в модель SIR мож-
но следующим образом: пусть существует естественная продолжительность
жизни хозяина, 1/µ. Тогда скорость, с которой люди (в любой из трех клас-
сов) страдают от естественной смертности, определяется µ. Важно под-
черкнуть, что этот фактор не зависит от заболевания и не предназначен
для отражения патогенности инфекционного агента. Исторически предпо-
лагалось, что µ также представляет собой общий уровень рождаемости на-
селения, тем самым гарантируя, что общая численность населения не изме-




dt = 0). Сложив все эти предположения
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вместе, мы получаем уравнения, описывающие динамику заболевания:
dS
dt
= µ− βSI − µS, (1.4)
dI
dt
= βSI − γI − µI, (1.5)
dR
dt
= γI − µR, (1.6)
где β - скорость передачи заболевания, γ - скорость восстановления.
Система имеет начальные условия S(0) = S0 ≥ 0, I(0) = I0 ≥ 0,
R(0) = R0 ≥ 0. Несмотря на свою простоту, данная модель не может
быть решена явно. То есть мы не можем получить точное аналитическое
выражение для динамики S и I во времени; вместо этого модель должна
быть решена численно.
Введем в рассмотрение индекс репродукции (R0, основное репродук-
тивное число) - это безразмерный параметр, характеризующий максималь-
ный репродуктивный потенциал инфекционного заболевания, проще гово-
ря его заразность.
Согласно источнику [1], если предположить, что восприимчива вся
популяция (S = 1), то среднее число новых инфекций на одного инфек-
ционного индивидуума определяется скоростью передачи (β), умноженной




Это значение, как правило, аналогично, но всегда меньше, чемR0 для
системы (1.1 - 1.3), поскольку естественный уровень смертности уменьшает
среднее время заражения индивида.
Установив выражение для R0, приведем некоторые свойства системы,
уже изложенные в книге [1]. Начнем с нахождения положения равновесия,




dt = 0. Для этого
приравниваем каждое уравнение системы (1.4 – 1.6) к нулю и вычисляем
значения переменных (теперь обозначаемых S∗, I∗ и R∗). Во избежание
дословного повторения книги сформулирую лишь конечный результат:
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1. Положение равновесия в системе без болезней очевидно, поскольку
это сценарий, при котором патоген подвергся вымиранию, и в долго-
срочной перспективе все в популяции восприимчивы. Математически
это состояние выражается как (S∗, I∗, R∗) = (1, 0, 0).
2. Положение равновесия характеризуется тем, что доля восприимчи-
вых в популяции обратно пропорциональна R0.
3. Равновесие биологически возможно только в том случае, если R0 > 1.
4. Положение равновесия задается:














Для изучения вопроса устойчивости системы, необходимо провести
анализ устойчивости каждой точки равновесия, который обеспечивал бы
условия для значений параметров, необходимых для того, чтобы равнове-
сие было (асимптотически) устойчивым. Основная идея анализа устойчи-
вости изложена во вставке 2.4. книги [1]. Приведу лишь основной результат:
В модели SIR с рождаемостью и смертностью положение равновесия
стабильно, если R0 > 1, в противном случае равновесное состояние без
болезней стабильно.
Важный вопрос для любой динамической системы касается того, ка-
ким образом в конечном итоге достигается устойчивое равновесие. Претер-
певают ли траектории колебания по мере приближения к равновесному со-
стоянию или они имеют тенденцию плавно переходить в устойчивое состо-
яние? Динамика, присущая модели SIR, содержит сильную колебательную
составляющую, но амплитуда этих колебаний со временем уменьшается по
мере того, как система уравновешивается.
1.2 SEIR-модель (от англ. Susceptible - Exposed - Infected
- Removed)
Очень часто стандартная модель SIR является слишком простой и
нереалистичной, так как в ней полагается, что особь является заразной
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сразу же после инфицирования. В SEIR модели предполагается, что инфек-
ция имеет латентный период, в течение которого особи инфицированы, но
еще не заразны. С учетом нового класса получаем следующую структуру
популяции:
S + E + I +R = N,
где S(t) - количество незараженных особе, E(t) - число инфицированных,
но еще не заразных особей, I(t) - число заразных особей, R(t) – число
умерших и выздоровевших особей, N– общий размер популяции.
Предполагая, что средняя продолжительность латентного периода
задается 1/σ, получаем систему, описывающую динамику заболевания:
dS
dt
= µ− (βI + µ)S, (1.7)
dE
dt
= βSI − (µ+ σ)E, (1.8)
dI
dt
= σE − (µ+ γ)I, (1.9)
dR
dt
= γI − µR, (1.10)
где β - скорость передачи заболевания, γ - скорость восстановления.
Как и прежде, предполагаем, что S +E + I +R = 1, и, следователь-
но, уравнение (1.10) является избыточным. Добавление латентного пери-
ода по существу аналогично введению небольшой временной задержки в
систему, и мы можем ожидать, что такая функция может привести к де-
стабилизации и замедлению системы. Динамические свойства модели SEIR
качественно аналогичны динамическим свойствам системы SIR.
Стандартный анализ устойчивости равновесия проводится путем на-
хождения положений равновесия системы и определения критериев их устой-
чивости. Как и в предыдущей модели, данная модель обладает двумя по-
ложениями равновесия: (S∗, E∗, I∗, R∗) и (1, 0, 0, 0) в случае отсутствия


















R∗ = 1− S∗ − E∗ − I∗.
Выражение для R0 теперь немного отличается из-за смерти некото-
рых людей в классе, подвергшемся воздействию, но не вносящих вклад в
цепочку передачи. Стоит отметить, что часто эта разница пренебрежимо
мала, поскольку обычно величина σ/(µ+ σ) ∼ 1 намного меньше ожидае-
мой продолжительности жизни. Как и ожидалось, если латентный период
бесконечно мал (т. e. σ −→ ∞), то мы восстанавливаем то же выражение





Для того чтобы первое положение равновесия было осуществимым и
стабильным (а положения равновесия без болезней - нестабильным), урав-
нение (1.11) еще раз требует, чтобы базовое репродуктивное соотношение
превышало единицу (R0 > 1).
Хотя модели SIR и SEIR ведут себя аналогично в равновесии (ко-
гда параметры соответствующим образом масштабируются), модель SEIR
имеет более медленные темпы роста после инвазии патогена из-за того, что
людям необходимо пройти через подвергшийся воздействию класс, прежде
чем они смогут внести свой вклад в процесс передачи.
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Глава 2. Математические модели распространения фи-
тофтороза
Для того чтобы лучше изучить характер распространения эпидемии
фитофтороза и спрогнозировать ее дальнейшее поведение, а как следствие
предпринять соответствующие меры, можно применить аппарат математи-
ческого моделирования. Для этого важно правильно выбрать модель эпи-
демии, которая наиболее точно описывала бы процесс распространения за-
болевания и при этом была бы достаточно проста в применении.
Фитофтороз был предметом многих эмпирических моделей прогно-
зирования [3–9], а также имитационных моделей [10–23]. Большинство за-
рубежных и отечественных эмпирических моделей основаны на накопле-
нии единиц риска фитофтороза в суточных температурных и влажностных
условиях, суммированных по часовым или суточным данным [6–8, 15, 24–
26]. Также эмпирические модели лежат в основе систем принятия решений
(СПР) или Decision Support Systems (DSS), направленные на оптимизацию
применения фунгицидов. Например, в Дании, Польше, Литве, Латвии и Эс-
тонии популярностью пользуется модель NegFry [35], а в Мексике исполь-
зуется СПР SimCast [36]. Аналогичные системы существуют и в РФ, на-
пример, наиболее известной является система принятия решений ВНИИФ-
Блайт, разработанная А.В.Филипповым и А.Н. Рогожиным (ознакомиться
с калькулятором, дающим ответ на разумность использования фунгицидов
можно на сайте: www.kartofel.org/calculator/fitoftorozcalc.html.)
Большинство имитационных моделей состоят из последовательных
стадий в цикле заражения. Первой и наиболее широко используемой ими-
тационной моделью является LATEBLIGHT [13]. Это матричная модель, в
которой очаги поражения проходят через пятнадцать возрастных классов
и одновременно расширяются по площади. Возрастные классы представ-
ляют собой различные стадии развития патогена от спорангиального или
зооспорового прорастания до микроскопического поражения, расширенно-
го поражения, спорообразующего поражения и некротического поражения
после рассеивания спор. Ежедневные составные показатели температуры,
относительной влажности и влажности листьев являются движущими пе-
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ременными для спорообразования и инфекции, но не для латентного пери-
ода. LATEBLIGHT был модифицирован несколькими авторами, например,
для учета действия фунгицидов и сортов картофеля [19].
Однако модель LATEBLIGHT довольно сложна для применения из-
за множества категорий поражения и отдельных категорий для производ-
ства и прорастания спорангий и зооспор. По этой причине было решено
более детально присмотреться к моделям SEIR. Только несколько моделей
SEIR были опубликованы для развития фитофтороза [11, 23].
В статье [23] приведена таблица с основными моделями (Таблица 1).
Как видно, эти системы отличаются от классических моделей прежде всего
видом первого уравнения. В данном случае количество восприимчивой тка-
ни вычисляется как единица минус восприимчивая ткань, то есть данная
единица - это статические 100% растения в любой момент времени.
Таблица 1: Основные модели фитофтороза картофеля [23].
Модель Тип1 Уравнения2 Начальные данные
Логистическая SI
S = 1− I
dI
dt





S = 1− I −R
dI
dt










S = 1− E − I −R
dE
dt
= r ∗ S ∗ I − E/LP
dI
dt











S = 1− E − I −R
= 1− y
E = y(t)− y(t− LP )
I = y(t− LP )−
−y(t− LP − IP )
R = y − E − I
dy
dt
= r ∗ S ∗ I
y(t) = f(t)
−LP − IP ≤ t ≤ 0
BLIGHT SIR










R = L1 ∗ a− I
dLE
dt












¹Типизация модели по Хеткоту(1976). SI-модели включают восприимчивую (S) и инфекцион-
ную (I) зону листа. К SIR- и SEIR-моделям добавляют удаленную (R) и латентную (E) листовую
поверхность.²Используемые сокращения для листовой поверхности: S: восприимчивая; E: скрытая;
I: инфекционная; R: удаленная. Используемые сокращения для компонентов устойчивости: IP : ин-
фекционный период; LP : латентный период; LG: радиальная скорость роста поражения; r: уровень
заражения. Используемые сокращения для переменных поражений: LE : скрытая плотность поражения
(латентная); L1: плотность спорулирующего поражения; : средняя площадь поражения.³Для вывода
функции, связывающей площадь поражения с радиусом поражения см. M. Van Oijen [28].
Компоненты устойчивости, определяющие развитие эпидемии и ис-
пользуемые в данных моделях были выделены J.C Zadoks [30] и определя-
ются следующим образом:
• Эффективность заражения (IE, %) - доля спор патогена (фракция
спорангии), способных заразить и вызвать повреждения, как только
они приземлились на восприимчивую растительную ткань.
• Латентный период (LP, дни) - интервал времени между тем, когда
растение заражено патогеном, и когда оно становится инфекцион-
14
ным, то есть способным передавать патогены другим восприимчивым
растениям. Проще говоря, это интервал между инфицированием и
началом распространения поражения и споруляции патогена.
• Скорость роста поражения (LG, метр/день) - радиальная скорость
расширения очагов поражения.
• Инфекционный период, период заразности (IP, дни) - это интервал
времени, в течение которого растение является инфекционным, то
есть способным прямо или косвенно передавать патогены другому
восприимчивому растению. Другими словами, это продолжительность
спороношения области поражения.
• Интенсивность споруляции (SI, метр−2 день−1) - скорость образова-
ния спорангиев на единицу площади спорулирующего поражения.
К настоящему времени опубликовано множество исследований ком-
понентов устойчивости к фитофторозу картофеля [28, 38, 39], однако до
сих пор неизвестно, какой компонент оказывает наибольшее влияние на
развитие болезни.
Обсуждаемые пять моделей описывают жизненный цикл патогена с
возрастающей полнотой. Следовательно, с помощью более поздних моде-
лей можно изучить больше компонентов устойчивости за счет увеличения
потребности в данных для оценки параметров. Хотя ни одна модель не
включает все компоненты, выделенные J.C Zadoks.
Отметим важную особенность данных моделей: если болезнь охваты-
вает длительный период вегетационного периода хозяина, болезнь непра-
вильно описывается моделями, которые считают площадь листьев хозяи-
на постоянной. Для таких заболеваний влияние патогена на рост хозяина
должно быть явно смоделировано, особенно если модель будет использо-
ваться для анализа влияния характеристик хозяина на потерю урожая из-
за болезни.
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Глава 3. Разработка моделей
За основу разработки новых математических моделей была взята
SEIR-модель (классическая с учетом демографических данных и расши-
ренная модель общей эпидемии для фитофтороза картофеля). Выбраны
именно эти модели по той причине, что остальные модели либо слишком
упрощают динамику заболевания, либо содержат достаточно много пара-
метров, данных по которым найти не удалось.
Имея на руках лишь данные о погодных условиях и потерях урожая
за последние 40 лет (информацию по некоторым годам найти не удалось),
было решено разбить эти года по группам в зависимости от потерь урожая:
• Года с большими потерями ( 50% - 66% урожая пропало);
• Года со средними потерями ( 22% - 34% урожая пропало);
• Года с небольшими потерями ( 16% - 18% урожая пропало);
• Года с маленькими потерями ( 7% - 13% урожая пропало);
• Года с незначительными потерями ( 1% - 5% урожая пропало).
3.1 Построение математических моделей
Правая часть обеих исходных систем уравнений не учитывала неко-
торые характеристики, которые влияют на развитие болезни, например,
температуру, факт выпадения осадков, набор вегетативной массы растения
и восприимчивость к болезни (вероятность заболевания фитофторозом) в
зависимости от стадии вегетации. Набор вегетативной массы картофеля
можно описать логистической кривой (рис. 1). Эта особенность включена
в модель путем изменения вида кривой S (подробнее см. в пунктах 3.2. и
3.3.).
Благоприятность погодных условий будем определять, опираясь на
работу И.Л. Стародуба и Б. И. Гуревича [29]. Разработанный метод явля-
ется результатом многолетних полевых опытов и использует пятидневный
16
Рис. 1: Набор вегетативной массы картофеля [34].
прогноз погоды. Сначала вычисляют значения параметров Y1 и Y2 по фор-
мулам:
Y1 = −32.474 + 0.750x0 + 0.412x1 + 0.410x2 + 0.278x3 + 0.740x4 +
+0.309x5 − 0.076x6 − 0.168x7 − 0.065x8 + 0.004x9 + 2.881x10 +
+1.985x11 + 1.988x12 + 1.792x13 + 0.538x14,
Y2 = −31.342 + 0.639x0 + 0.372x1 + 0.497x2 + 0.220x3 + 0.655x4 +
+.241x5 − 0.066x6 − 0.150x7 − 0.135x8 + 0.152x9 + 4.881x10 +
+3.553x11 + 3.343x12 + 2.509x13 + 2.297x14,
где x0−x4 - максимальная температура в каждый день; x5 - x9 - минималь-
ная температура в каждый день; x10 - x14 - факт выпадения осадков (1 -
значение в поле осадков больше нуля, 0 - значение в поле осадков равно
нулю).
Если Y1 < Y2, то ситуация считается благоприятной для вспышек фи-
тофтороза, в противном случае ситуация считается неблагоприятной. При-
чем, согласно литературным данным, наиболее высокая корреляция между
потерями урожая и частотой пятисуточных периодов с условиями, благо-
приятными для реинфекции, была отмечена для периода 5 - 24 июля [25],
поэтому в этот период r и I0 дополнительно увеличены.
Рассмотрим основные параметры моделей. Начнем с латентного и
инфекционного периодов (LP и IP ). Данные параметры должны изме-
ряться в поле при помощи мониторинга. К сожалению, эти параметры не
были измерены, поэтому они были подобраны для каждой группы отдельно
(диапазон значений был взят из источников [23,31,32]).
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Подробно остановимся на скорости инфицирования r, которая появ-
ляется в каждой модели (таблица 1). В классическом виде этот параметр
является произведением интенсивности споруляции (SI), эффективности
распространения спор (α) и эффективности инфекции (IE). Таким обра-
зом, этот параметр объединяет три процесса, из которых особенно трудно
количественно определить эффективность распространения спор. Следо-
вательно, измеряются только оставшиеся компоненты, а r определяется
количественно путем подгонки моделей. В нашем случае не были прове-
дены полевые измерения этих параметров, поэтому диапазоны значений
для интенсивности споруляции и эффективности инфекции были взяты из
статьи [31], а эффективность распространения спор выбиралась таким об-
разом, чтобы кривая R отображала реальные потери урожая. Еще одной
особенностью новых моделей является тот факт, что уровень заражения
переменная величиной: r = 0 в случае неблагоприятной погоды для раз-
вития заболевания; r = SI ∗ IE ∗ α в случае благоприятной погоды для
развития заболевания.
Начальные данные изменялись в зависимости от вида модели и бла-
гоприятности суточного прогноза (если прогноз был неблагоприятным, то
I0 = 0; в противном случае I0 подбиралось).
Для реализации изученных методов использовался язык Python, а
в качестве инструмента был выбран Jupiter Notebook. Также были задей-
ствованы следующие библиотеки Python: Scipy для решения системы диф-
ференциальных уравнений, Xlsxwriter для корректной загрузки данных их
xls файла, Pandas для работы с данными, Numpy для работы с массивами,
Matplotlib для построения графиков и Math для использования различных
математических операций.
В таблицах 2 и 4 указаны диапазоны значений параметров для каж-
дой группы. В таблицах 3 и 5 можно ознакомиться с графиком из каждой
категории, отношением численных потерь к экспериментальным и погреш-
ностью. По графикам видно, что здоровая часть листовой поверхности в
целом превосходит умершую. Ознакомиться с информацией по всем годам
можно в приложении.
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3.2 Расширенная модель общей эпидемии
Набор вегетативной массы картофеля не учитывался в исходной мо-
дели (Таблица 1, строка 4). В данной работе считаем, что набор вегетатив-
ной массы будет иметь вид логистической кривой,что отражено в уравне-
нии величины S. В итоге модель имеет следующий вид :
dE
dt
= r ∗ S ∗ I − E/LP, (3.1)
dI
dt






k + p(ezt − 1)
− E − I −R, (3.4)
где k = 1, p = 0.001, z = 0.3.
Константы имеют следующий смысл: k характеризует максимально
возможную численность популяции, p отвечает за начальную численность
популяции, z характеризует скорость роста.




Согласно литературным данным Рhуtорhthoга infеstапs (возбудитель
болезни) развивается только на зрелых тканях и не паразитирует на мо-
лодых и дальнейшая восприимчивость к болезни связана с периодом ве-
гетации растения [39]. Более того, сорта с полевой устойчивостью ботвы
поражаются только начиная с фазы полного цветения и поэтому к концу
вегетации возрастает возможность заражения и клубней [40]. В силу отсут-
ствия данных о сорте картофеля и его устойчивости, будем считать, что
значимое поражение ботвы происходит примерно с 40 - 50 дня с момента
посадки, то есть в тот момент, когда ботва полностью вырастает. Потери
урожая будем считать в среднем за последние 40 дней лета.
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Таблица 2: Таблица параметров (3.1 -3.4).
Группа IP, д LP, д r, д−1 I0
Отсутствие забо-
левания
4 1 0 0
Большие потери
(50% - 67%)




0.95 - 1.089 2.875 - 4.72 2.15 - 5.58 0.00008 -
0.00125
Небольшие поте-
ри (16% - 18%)
1 - 1.1 2.87 - 3.7 3.77 - 4.45 0.00008 -
0.001
Маленькие поте-
ри (7% - 13%)
1 - 1.1 3.5 - 4 2.56 - 3.26 0.0001
Незначительные
потери (1% - 5%)




Таблица 3: Результат численного моделирования (3.1 - 3.4).











































Для годов 1992, 2002, 2011, 2013 параметры подобрать не удалось по
двум причинам: либо параметры слишком сильно отличались от экспери-
ментальных, либо погрешность была слишком большой (в худшем случае
разница между численными и экспериментальными данными достигала
20%). Данный аспект модели требует отдельного изучения.
3.3 Классическая модель SEIR с учетом рождаемости
и смертности
Набор вегетативной массы, описываемый логистической кривой, не
учитывался в исходной модели (1.7 - 1.10), поэтому был изменен вид кривой
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S. В результате модель имеет следующий вид :
dS
dt
= µ(1− S)− r ∗ S ∗ I, (3.5)
dE
dt
= r ∗ S ∗ I − E/LP − µE, (3.6)
dI
dt
= E/LP − I/IP − µI, (3.7)
dR
dt
= I/IP − µR, (3.8)
где µ = 0.1 - общий уровень рождаемости.





Согласно статье [25], наиболее высокая корреляция между потерями
урожая и частотой пятисуточных периодов с условиями,благоприятными
для реинфекции, была отмечена для периода 5 - 24 июля, который соот-
ветствует фазе быстрого роста растений, когда масса ботвы удваивается
каждые 4-5 дней. Данный факт учитывается в модели - в эти дни I0 и
r были дополнительно увеличены. Потери урожая будем считать в сред-
нем за последние 40 дней лета. В таблице 5 на графиках зеленая линия
показывает период с 5 по 24 июля.
Таблица 4: Таблица параметров модели (3.5 -3.8).
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Таблица 5: Результат численного моделирования модели (3.5 -3.8).











































Аналогично первому случаю модель (3.5 - 3.8) параметры для годов
1992, 2002, 2011, 2013 настроить не удалось. Параметры подобрать не полу-
чилось и для следующих годов: 1972, 1993, 2004, 2012, 2014 - 2017. Данный
факт требует отдельного изучения.
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Выводы
Были построены две новых математических модели развития фи-
тофтороза картофеля с учетом набора вегетативной массы. Анализ резуль-
татов показал применимость данных моделей для прогнозирования потерь
урожая. Сделаем общие выводы:
1. Модели применимы к прогнозированию потерь урожая к концу сезо-
на.
2. Показаны диапазоны параметров (таблица 3, таблица 5) моделей. От-
метим, что в зарубежной литературе при оценке патогенности Рhуtо-
рhthoга infеstans рассматриваются дополнительно следующие пара-
метры: влажность листа и количество солнечного света, попадающего
на листья [42].
3. Первая модель (3.1 - 3.4) при средних потерях требует доработки,
поскольку входные параметры имеют достаточно широкий диапазон.
4. Во второй модели (3.5 - 3.8) при больших потерях результаты ко-
личественно совпадают с экспериментом в рамках погрешности, но
качественная интерпретация полученных графиков не столь очевид-
на. На основании полученных результатов стоит ввести ограничение
на применимость данной модели для группы с большими потерями.
5. Анализ литературы показал, что необходимо обращаться к первоис-
точникам. Формулы, представленные в первоисточнике, следует ве-
рифицировать на имеющихся экспериментальных данных.
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Заключение
В работе рассмотрены классические модели распространения инфек-
ционных заболеваний: SIR и SEIR. Произведен анализ этих моделей, и на
их основе предложены новые SEIR модели прогрессирования фитофторо-
за, учитывающие вегетативный набор массы и погодные условия. Численно
реализовано решение построенных математических моделей. Верифициро-
ваны данные модели с учетом экспериментальных данных по потере уро-
жая с 1972 по 2017 года. Отработан алгоритм вычисления благоприятных
дней для развития фитофтороза Также найдены и обозначены неточности
в формулах литературных источниках: в статье [25] допущена ошибка в
формуле расчета благоприятности погодных условий для реинфекции (это
выяснилось при обращении к оригинальной статье [29]).
Полученные при моделировании результаты позволили сравнить мо-
дели между собой, и показать практическую применимость предлагаемых
моделей для прогнозирования потерь урожая. Однако, для более точных
прогнозов необходимо экспериментально определить параметры, которые
учитывали бы:
• сорт картофеля;
• погодные условия: относительная влажность воздуха, точка росы, ко-
личество солнечного света;
• днк особенности фитопатогена;
• пространственное распространение на плоскости (т.е. распростране-
ние по полю, включая особенности ландшафта).
Это позволит расширить модель и оптимально подобрать фунгициды
и их количество, что является перспективной и важной задачей не только
агропромышленности, но и здоровья населения [43, 44].
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Приложение
Таблица 6: Результат численного моделирования первой модели (3.1 - 3.4)
Год IP, д LP, д r, д −1 I0 Потери
числ./экс.
1972 1.1 2.3 4.8 0.000125 0.99% / 1%
1973 1 2.4 3.39 0.0001 3.99% / 4%
1977 1.089 2.875 5.58 0.00125 26.04% / 26%
1982 1 4.04 2.84 0.0001 21.99% / 22%
1983 1 3.56 2.968 0.00008 31.07% / 31%
1984 0.95 4 3.352 0.00008 50.06% / 50%
1987 1 4.01 2.8 0.0001 23.98% / 24%
1991 1 4 2.63 0.0001 10% / 10%
1993 0.95 4.72 2.15 0.00008 24.98% / 25%
1994 1.02 3.64 4.29 0.00008 16.98% / 17%
1995 1.1 3.5 3.26 0.0001 11.04% / 11%
1996 1 3.23 4.25 0.0001 26.04% / 26%
1997 1.1 2.3 4.096 0.000125 1.02% / 1%
2004 1 3.69 4.182 0.00011 62.049% / 62%
2005 1 2.4 3.006 0.0001 1.98% / 2%
2006 1 3.5 2.64 0.0001 9.99% / 10%
2007 1 4 2.56 0.0001 12.99% / 13%
2008 0.99 4.5 2.968 0.00008 37.07% / 37%
2009 1 3.7 3.77 0.00008 16% / 16%
2010 1.1 2.3 5.022 0.000125 0.99% / 1%
2012 1 3.86 5.576 0.00011 61.004% / 61%
2014 1.1 2.87 4.45 0.001 15.98% / 16%
2015 1 4 3.952 0.00008 56.996% / 57%
2016 1 4 4.664 0.0001 54.006% / 54%
2017 0.95 4.67 3.12 0.00008 59.06% / 59%
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Таблица 7: Результат численного моделирования второй модели (3.5 - 3.8)












































1994 1.13 3.64 2.54 0.000125
(0.00125)
16.97% / 17%
1995 1.2 3.4 3.69 (4) 0.000125
(0.00125)
11.03% / 11%
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